3.9 Grenzwerte

(Thema aus dem Bereich Analysis)
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1 Der Begriff des Grenzwertes
Der Begriff Grenzwert kommt im Alltag vor. Beispiele:

e Beim Radsport gibt es einen Grenzwert fiir den Anteil roterti&rperchen.

e Die Abgase eines Autos dirfen eine gewisse Grenze nichsciesiten.
Der Alltagsbegriff Grenzwert hat zwar gewisse Paralleleremjenigen in der Mathematik, unterscheidet
sich aber wesentlich von ihm. Das Vorwissen, welches marnesech Begriff mitbringt, sollte also ausge-
blendet werden. Das Skript ist in zwei Teile gegliedert, iémGrenzwerte flix — 4o und Grenzwerte
fur x — xo. Das Thema ist begrifflich recht anspruchsvoll, weshalbiggsvKompromisse auf Kosten der
mathematischen Prézision nicht vermieden werden konntara{lem wenn es um den Begriff des Grenz-

wertes selber geht). Auch in der Mathematikgeschichteibatdieser Begriff sehr langsam entwickelt, die
heute gebrauchte Definition des Grenzwertes wurde erst idabifhundert eingefuhrt.

2 Grenzwerte fur x — 4+

2.1 Einfuhrung

Einfihrungsbeispiele
Beispiel 1

1
Gegeben sei die Funktioh: R\ {0} = R, f(x) = ~

Wir fullen zuerst die untenstehende Tabelle aus:

-100000| -10000 | -1000| -100 | -10 | -1 | 1 | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000

X | =X

-0.0001 -0.01| -0.1 1|01 0.001 | 0.0001

Wir beobachten:
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Wir waren zum gleichen Ergebnis gekommen, wenn wir den Fonggraphen gezeichnet hatten:

x| 8] 4 [3] 2 [-1]-05[05[1]2 4 8
1
. -0.25 0.5 2 |1 0.25| 0.125
4 .
2 €+
} i i i i i i i i
10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
24
4 4

Fragen

e Welche Zahl missen wir fix einsetzen, damit die Differenz zur Zahl O gleich 0.001 ist ?

e Allgemein: Welche Zahl mussen wir fitreinsetzen, damit die Differenz zur Zahl O gleitist ?

Wir stellen fest: Der Funktionswert kann jede vorgegebebwdichung (auch wenn sie noch so klein ist)

von 0 unterschreiten, man musaur gentigend gross wahlen !
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Beispiel 2

2x+1
Gegeben sei die Funktioh: R\ {0} — R, f(x) = i +1.

Wir flllen zuerst die untenstehende Tabelle aus:

X -100000

-10000

-1000

-100

-10

10

100

1000

10000

100000

2x+1
X

+1

2.9999

2.99

3.1

3.001

3.00001

Wir beobachten:

Wir waren zum gleichen Ergebnis gekommen, wenn wir den Fonggjraphen gezeichnet hatten:

X -8 -4 | -3|-2|-1|-05[{05]1]2 3 4 8
2x+1
” +1 1| 2.875| 2.75 25| 2 1 3.33| 3.25| 3.125
GAW
4 .
24%
} i i i i i i i i
-10 -8 -6 =4 =2 2 4 6 8

Wie héatten wir diese Zahl auch mit Uberlegen erhalten krihen

%

Fragen

e Welche Zahl mussen wir fik einsetzen, damit die Differenz zur Zahl 3 gleich 0.01 ist ?

e Allgemein: Welche Zahl mussen wir fitreinsetzen, damit die Differenz zur Zahl 3 gleitist ?
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Beispiel 3
X +1

Gegeben sei die Funktioh: R\ {0} — R, f(x) = v

Wir flllen zuerst die untenstehende Tabelle aus:

X -100000| -10000| -1000 | -100 | -10 11 10 100 | 1000 | 10000| 100000
X2 +1
4x

-25000 -250 -2.525| -0.5 2.525 2500 | 25000

Wir beobachten:

Wir waren zum gleichen Ergebnis gekommen, wenn wir den Fonggraphen gezeichnet hatten:

X -8 -4 -3 -2 -1 1] -05 0.5 1 2 3 4 8
X1
x -2.03 | -1.06 -0.625 0.625| 0.5 0.83| 1.0625| 2.03
24k
} i i i i i i i i
-10 . -8 —6 -4 .. =2 2 4 6 8
2.4
_4 .

Wie wir mit Uberlegen auf dieses Ergebnis kommen kénnen ?

—
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Notation:

Bei den Beispielen 1 und 2 sind die Zahlen 0 bzw. 3 wie Grendenen wir uns immer mehr annahern, je
grosser bzw. kleinex wird. Wir werden immer eirx so finden, dass eine beliebige vorgegebene Differenz
unterschritten wird. Eine solche Zahl wird als Grenzweyin(®ol:lim) von f fir x — +oc0 bzw.x — —o0 be-
zeichnet. Wir sind wir immer mehr gegen +Unendligh-{ ) bzw. gegen -Unendlichkx(— —o) gegangen.
Wir schauen uns nun die Notation fir Beispiel 1 an fur den¥aH c.

Ubersetzen wir den Ausdruck in Worte:
e X — oo Wir streben mitx gegen Unendlich.
e lim: Wir wollen wissen, zu welcher Zahl die Differenz beliglilein wird, je weiter wir ins Unendliche

gehen.

Bei Beispiel 3 existiert der Grenzwert fir— +oco nicht. Wir notieren dies folgendermassen:

X
° )I(ln = oo (weil der Graph immer mehr ins Positive geht)
X+l . . . .
° )I(@ v (weil der Graph immer mehr ins Negative geht)
Ubungen

1. Berechne die untenstehenden Grenzwerte, indem Du Zatien einsetzt (wie bei den Einfuhrungs-
beispielen). Uberpriife nachher Dein Ergebnis, indem DuGl@phen skizzierst.

a) lim27* b) lim 27X
X—y00 X——00

c) lim3 d) lim 3*
X—>00 X——00

2. Berechne die untenstehenden Grenzwerte mit Testeimggsa:

x+1 X+1
AT oIS
— ef—1

c) lim d) lim
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2
3. Fur die Funktionf mit f(x) = T2 gilt: lim f(x) = 2. Der Graph ist auf der untenstehenden Abbil-

X—00
dung zu sehen.

a) Welche Zahl muss flxeingesetzt werden, damit die Differenz zum Grenzwert 2 6tdalgt (d.h.
2-f(x)=01)?

b) Welche Zahl muss fix eingesetzt werden, damit die Differenz zum Grenzwert 2 b&ttagt
(d.h.2—f(x)=0.01)?

¢) Welche Zahl muss fiiteingesetzt werden, damit die Differenz zum Grenzwerb2tragt, wobei
e>0ist(d.h.2-f(x)=¢)?

4. Auf dem untenstehenden Graphen ist die Funktiofx§itx zu sehen. Bestimme mit Hilfe des Gra-

phen:
_sin(x
lim t
X—>F00 X
/16 ‘-14 WD ‘-8 ‘»6 j ‘- 0 ‘2 \t/ﬁ ‘B M ‘14 \6\
0.2

5. Berechne die nachfolgenden Grenzwert mit Hilfe von Tes&tzungen.

-1
b) lim

X——0 X

a) lim
X—>00 X
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6. Wir wollen nun den nachfolgenden Satz vorbereiten. Eieniit Uberlegen die folgenden Grenzwer-

te.
1 . —3 .2
A 0 i se M
1 L= .2
) him, 5 e Jm & f lim

Wir halten obige Erkenntnis fest:

c
Satz 1 Gegeben sei eine Funktion f, deren Vorschrift die Forix) & ﬁ(c € R,ne€ N) hat. Es gilt:

Beweis:Wir beweisen den Fatt > 0:
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Wir wollen jetzt zur Definition des Grenzwertes kommen. Im @digen Einfuhrungsbeispielen und in den
nachfolgenden Ubungen wurden die Uberlegungen schon emgjésn.

In Worten will man folgendes sagen: ,Wenn eine Zghtin Grenzwert einer Funktiof sein soll, gilt
folgendes:

e X — oo: Egal wie schmal ich den Streifen um den Grenzwert wahlewietde immer eine Zah{y so
finden, dass fur all& > xo der Graph im Streifen drin ist.”

6 = 2x+1 6 — 2x+1
f(x) = +1 f(x) = +1
X X

4+ , 4+
— = =
[ .l = ——————————]
| | | | | | | | | |
[ T T T T [ T T T T
-2 2 4 6 8 -2 2 4 6 8

e X — —oo: Egal, wie schmal ich den Streifen um den Grenzwert wahkewierde immer eine Zah
so finden, dass fiir albe< Xo der Graph im Streifen drin ist.”

Mathematisch ausgedriickt (die Definition ist ein bisschesthaulicher als Uiblich angegeben zur besseren
Verstandlichkeit):

Definition 1 Gegeben sei eine Funktion fedR heisst Grenzwert von f flirs¢ co (Notation:)l(i_r>n f(x)=09),

wenn es fur jeden auch noch so schmalen Streifen um g es dihgZaD (D = Definitionsmenge) so gibt,
dass gilt:| f (x) —g| < &, wenn x> Xo.

Zum Schluss des Abschnittes betrachten wir noch die kotesEamktion:

p
N
|
T

| | | |
T T T T _2 1

=2 2 =2 2

Nehmen wir zum Beispiel den ersten Graphen i) = 2. Von welcher Zahl unterscheiden sich die Funk-
tionswerte beliebig wenig, wenn wir immer weiter nactbzw. — gehen ? Beide Male lautet die Antwort:
2. Der Grenzwert ist also gerade die Vorschrift selber. Valtdn fest:

Satz 2 Fur die konstante Funktion f mit(X) = c(c € R) gilt:
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2.2 Grenzwerte furx — +o bei gebrochen rationalen Funktionen
Zuerst lernen wir eine neue Sorte von Funktionen kennemgiehieochen rationalen Funktionen Beispiele

_ 2¢+405x—1
~ —5x+3

Bemerkungen

e Die Exponenten sind immer nattrliche Zahlen. Damit sindzdi& die folgende Funktion keine ge-
brochen rationale Funktion:

e Die Zahlen vor den Potenzen heissen Koeffizienten (beirereBeispiel sind dies 2,0.5,-1,-5 und 3).

Die Definition:
Definition 2 Eine Funktion heisggebrochen rationale Funktionwenn ihre Vorschrift folgende Form hat:

f = anX"+an_1 X" 14+ . +ax+ag
- BmXM 4 b1 XML 4+ . 4 byix+bg

wobei mn e N und &, bm € R\ {0} und a,bj € R, fallsi# nund j# m. g,b; heisserKoeffizienten

Gebrochen rationale Funktionen eignen sich fur Grenzwé&dbhtungen besonders gut. Wir versuchen mit
Hilfe der nachfolgenden Einflhrungsaufgabe selber hetdimlen, wie man die Grenzwerte ausrechnen
kann.
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Einfihrungsaufgabe: Finde die folgenden Grenzwerte mit Uberlegen

X242
¢ _lmoxz—4
X342
_imx2_4
X422
_Jmox3—4
X242
324
X342
xlﬁlmoox274
X242
x|—|>njoox3—4
X342
— lim
X——00 X —
=242
_imo 5x2 -4
=232
- dm, e

e Kannst Du mit Hilfe der obigen Aufgaben Gesetzméassigkdiemulieren ?

Ubung
7. Berechne die folgenden Grenzwerte, ohne den Graphenicdunea und ohne Testeinsetzungen zu
machen.
a) lim2+! b) fim 2! o lim 258
) x—00 4X — 8 ) x——00 4X — 8 ) x—00 32 — 2X
5x% 48 X347 X347
d) L im, oo e) im-—%5 f Jlim ~—%
i X -1 o X% —1 S o +1
9) xm x3 + X2 ) xalrpoo x3 + X2 ) xmo X2
o Ve+1 _ 3x2 _
m = S Ly~ D Jim (Vx=1-vX)
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8. Bestimme den Grenzwert des Ausdrucks

fim 21
X—e0 XM — 1

a) fallsn>m b) fallsn=m c) fallsn<m

2.3 Die Grenzwertsatze

In diesem Abschnitt lernen wir als Vorbereitung auf den isé&m Abschnitt die Grenzwertsatze kennen. Wir
steigen wieder ein mit einer Einflhrungsaufgabe.

Einfihrungsaufgabe

e Schétze die folgenden funf Ausdriicke ab, indem Du eine graahl einsetzt.

im 2x+1 x-—1 B
X—re0 X +2x+3 n

|
5

¢ Uberlege: Hattest Du den Grenzwert auch auf einem andergrbé&immen kénnen ?

Satz 3 Seien fx) und gx) zwei Funktionen, Wob(?ﬂniw f(x)=a undxirg g(x) = b (b # 0) endliche
Zahlen sind. Dann gilt:

Xingw(f(x) +9(x)) = ...
Xirgm(f(x) —-gx) = ...
Xﬂ}ni"nw( f(x)-g(x)) = ..
Xirgm( fx):g9x) = ...
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Ubung
9. Berechne die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Grenisigze.

2x X2 X X

' « ' . 2 72X2
LY S O I Zeri xr1) 9 M eriert

O &) lim (3.2
x—oo \ —2C+1° x+1 x>0 \ © X41

2.4 Der ,Divisionstrick"
Wir sind mit unserem Wissen in der Lage, Grenzwerte herdimsian. Wir kennen drei Methoden:

e Eine sehr grosse Zahl einsetzen und schauen, was herauskomm
e Den Graphen skizzieren und aufgrund des Verlaufs den Grabgstimmen.
e Den Grenzwert bestimmen mit Hilfe der Gesetzmassigkegtwdi bei der Einfihrungsaufgabe auf
Seite 8 herausgefunden haben.
Alle drei Methoden sind aus mathematischer Sicht unbeafjeedl, weil es sich nur um Abschatzungen

handelt. Deshalb lernen wir in diesem Abschnitt noch eiggipere Methode kennen.

Noch einmal die Satze 1 und 2:

. C
e (Satz 1))(ﬂ>roro1ﬁ =0(neN,ceR)
e (Satz2) limc=c(ceR)

X—»00

Gesucht ist nun der folgende Grenzwert, der mit Hilfe von bimfungen, den Grenzwertsétzen und den
Séatzen 1 und 2 berechnet werden soll:

i 23 -3 +x—4
m-——ss-———=
x—0 X34 x2—x+4+1
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Ubungen
10. Berechne die folgenden Grenzwerte mit Hilfe von Umfongen, den Grenzwertsatzen und den Sat-
zen 1 und 2.
a) Iimﬂ: b) lim M: c) lim M:
x—00 3X2 — 2X x—0 (X—2)2 x—00 X3 —x2 +1
d) fim X8 &) fim 2 f) lim 2=
x—oeo X2 —1 x—o0 —X3 — X x—o0 X2 4 1

2.5 horizontale Asymptoten

Betragt der Grenzwert fix — o« z.B. 5, dann kommt der Graph der Zahl 5 immer néher, erreiehdlser
nie ganz. 5 ist wie eine Barriere, die der Graph nie durchitedann. Diese Barriere kbnnen wir mit
einer Geraden darstellen, die wisymptote nennen. Unten ist eine anschauliche Definition der Asyreptot
angegeben.

Definition 3 horizontale Asymptoten sind Geraden der Form n(n € R), an die sich der Graph einer
Funktion ,anschmiegt” flr x— +oco.
Wir betrachten noch einm&eispiel 2

2xX+1
Gegeben sei die Funktioh: R\ {0} — R, f(x) = -

+1.

L | | | | |
I T T T T T

-0 -8 -6 -4 =2 2 4 6 8

|
T

Die gestrichelte Gerade ist eine horizontale Asymptote/#ystote, weil sich der Graph an sie anschmiegt,
horizontal weil die Steigung 0 betragt). Wir wissen, dase éberade die Form= mx+ n hat und dass
fur die Steigung una fir die Schnitthbhe mit dey-Achse steht. Wir erhalten also fiir unser Beispiel:
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Ubungen

11. Gib die Geradengleichungen der zur Funktiagehdrenden Asymptoten an:

2X+7
a) f(x):4x78
5x% 48
d) f(x):3x2—2x

4
2x2 — 3x
e) f(x)= X272

3 Grenzwerte fur X — Xg

3.1 Einfahrung

c) f(x)

f) f(x)=

2
T x4
1-2x2
X+1

Beim oberen Abschnitt ist gegen unendlich bzw. gegen -unendlich gegangen. In diedesuohfitt geht
es um die Frage, wie sich der Graph verhélt, wenn wir uns diastimmten endlichen Zahl immer mehr

annahern.

EinfUhrungsbeispiel

1
Gegeben sei die Funktioh: R\{2} — R, f(x) = -

Fulle die folgenden beiden Tabellen aus:

X 3.9 3.99 3.999 3.9999 3.99999
1
X—2
X 4.1 4.01 4.001 4.0001 4.00001
1
X—2
Fragen

e In beiden Fallen nahern wir uns immer mehr der Zahl 0.5. KaasedZahl auch rechnerisch ermittelt

werden ?

e Beantworte mit Hilfe des Funktionsgraphen (zeichne ihrumgnstehende Koordinatensystem): Was
erhalten wir, wenn wir uns der Zahl 2 auf deAchse immer mehr annéhern (von links und von rechts)

?
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e Beantworte mit Hilfe des Funktionsgraphen: ,Wenn wir unsder x-Achse der Zahl 1 immer mehr
annahern (von links und von rechts), néhert sich dann auc@dph einer bestimmten Zahl immer
mehr an ?“Wenn ja, welcher ?

Wir fassen zusammen:

e Die Zahl, zu der die Differenz défunktionswerte (nicht derx-Werte) immer mehr gegen Null geht,
bezeichnen wir als Grenzwert.

e Einen Grenzwert kdnnen wir offenbar ausrechnen, indem amneWert, dem wir uns annahern, in
die Funktionsvorschrift einsetzen (wenn diegéiert in der Definitionsmenge liegt). Wir kénnen
allerdings nicht sicher sein ob das immer funktioniert, mdaben das einfach bei unserem Beispiel so
beobachtet (Lehrerantwort darauf: bei unseren Funkiypest funktioniert dieses Verfahren immer,
es gibt aber Funktionen, wo das nicht der Fall ist).

e Es gibt nicht immer einen Grenzwert. Kritische Stellen simaner Definitionslickenx-Werte, die
man nicht in die Vorschrift einsetzen darf)

Zur Notation:

e Tabelle 1:

— Auf der x-Achse kommen wir der Zahl 2 von links her immer naher. Wirierein: x — 2~
(linksseitiger Grenzwert).

— Wir wollen den Grenzwert ermittelas wir notieren: lim

1 1
— Wir haben es mit der Funktionsvorschrfftx) = = Zu tun— wir notieren:ﬁ

1
— Zusammengefasst: lim——
x—2- X—2
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— Ubersetzt in Worten: ,Wenn wir uns der Zahk 2 von links her immer mehr annéhern, kommen
wir dann einer bestimmten Zahl immer naher “?

1
e Tabelle 2: Analog zu Tabelle 1, wir notieren: lim——
x—2+ X—2

1
e Die linksseitige und die rechtsseitige Annaherung wird lmgt—2 notiert. Hier sind zwei Grenz-
X—

1 1 1
werte enthalten. |Im— existiert nur wenn sowohl lim—— und lim —— existieren und dazu
x—2 X — 2 x—2+ X— X2~ X—2

auch noch gleich smd !

Ubertragen wir den obigen Inhalt auf unser Einfiihrungghels

o |lim ——
X—4+ X— 2
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Ubungen

1
12. Ermittle mit Hilfe des Funktionsgraphen (s.unten) fiix) = T3 2 die folgenden Grenzwerte,
falls sie existieren.

N
I
T

. 1 . 1 ) 1
a) x—|>IET;ﬁr X+3_2 b) xllg* X+3_2 C) xLIrD3X+3_2

13. Ermittle mit Hilfe von Testeinsetzungen die folgendare@werte, falls sie existieren (bei g,h und i
ist mit e die Eulersche Zahl gemeint).

li ! b) i ! li !
) x—|>r(?+§ ) x—|>r(T)]* 2 ©) xl—r>r(])§
sin(x sin(x sin(x
d) lim ) e) lim ) f) i )
x—0t X x—0- X x—=0 X
.e-1 .e—1 . e—1
g) lim h) lim i) lim
x—0t X x—0- X x—=0 X
X X X
) lim — k) lim — ) lim —

x—0t X x—0- X x—=0 X
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3.2 Pole

Zuerst lernen wir ein Hilfsmittel kennen, dirolynomdivision.

Beispiel: (X3 +2x%> —x—2) : (x+1) =

Ubung
14. Berechne die folgenden Ausdrticke.
a) (XC+42%+x—6): (x+3)= P+x-2] b) (C—7x—6):(x—3)= [x2+3x+ 2]
15. Setze bei den Dividenden die Zahlen -3 (12a)) bzw. 3 {1&1h) Was beobachtest Du ?

Satz 4 Ist xp eine Nullstelle des Polynomg>8, dann lasst sich der Faktqix — xp) abspalten, d.h.:

Ubung

16. -1 ist eine Nullstelle des Zahlers von a) und 2 ist einddtklle des Zahlers von b). Prife das und
vereinfache dann die Briche.

x34+3x%2—6x—8 2C+x2—T7x—6
x+1 X—2
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Nun zu den Polen. Anschaulich gesprochen sind Pole sertkréslgmptoten. Die mathematische Definiti-
on:

Definition 4 Eine Funktion f hat an einer Stellg genau dann eine Polstelle, wenn gilt:

Jim [£09] =<0

Beispiel

Wir haben bei einem der Einfihrungsbeispiele bereits ef@rangetroffen:

1
Gegeben sei die Funktion: R\{2} — R, f(x) = Y

|
H
o
|
[0}
|
o
|
N
|
N
———————H—-———————-
.
o
[0¢]

Der Pol ist an der Stelle= 2

Auf der unteren linken Abbildung sehen wir ein Beispiel daflass bei einem Pol der Funktionsgraph nicht
gezwungenermassen nach unten und nach oben gehen mussrAeghiten Seite sehen wir die bereits bei
den trigonometrischen Funktionen behandelte Tangensfumidie unendlich viele Pole hat.

A

4 i 3
41, B
" . , f(x) = tan(x)
: , ]
| f00= -
2+ Xx—1)2
! (x—1) .
I
| | | | | >
T T T T T T
4 _2 / | 4 6 ~157 157 14 4f1
I ]
__4 | 1
IR
! Pol mitx=1 =21
4o
—4 | -3 1
1
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Wie kénnen wir die Polstellen berechnen ?

e Wir schauen, fur welchg wir im Nenner eines Bruches 0 erhalten. So erhalten wikdirdidaten
(wir kbnnen noch nicht sicher sein, dass es sich um PolsteAadelt).

e Um zu prifen, ob es sich wirklich um Polstellen handelt, gelve folgendermassen vor:
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Beispiele

X2 4 3x
(X+3)(x+4)

X3 —4¢—T7x+10
YT T+

X+ 2 B
y= X2 —3x+4



Grenzwertrechnung

06.06.2010 Theorie und Ubungen 23

Ubungen

17. Gesucht sind die Polstellen der untenstehenden Fuektidcrmittle zuerst die Kandidaten und prife
nachher, ob es sich an diesen Stellen um Pole handelt.

X—4 (Xx—4)(x+3)
a) f(X):m b) f(x):w
X2 —X 2x* — x3 — 28x° — 9x+ 36
) 0= a2 D I = T x—a
X — X4+ 53 4 5x2 — Bx—
o -2 R

3.3 Hebbare Definitionslicken

Im obigen Abschnitt haben wir gelernt, dass wir bloss diel Zadr wir uns auf dex-Achse nahern, in die
Funktionsvorschrift einsetzen missen, um den Grenzweerhkalten. Wir haben auch gelernt, dass dies
nicht immer mdoglich ist, nAmlich dann nicht, wenn die Zakdhtiin der Definitionsmenge liegt. Wenn
das der Fall ist, gibt es zwei Mdglichkeiten: Entweder estixit kein Grenzwert oder wir missen noch
zusatzliche Arbeit leisten, um den Grenzwert zu ermitteln.

Betrachten wir folgendes Beispiel:

X2 —

lim
x——-1 X+1

o . e . 0% -
Wenn wir -1 in die Funktionsvorschrift einsetzen, erhaltén —, einen undefinierten (,unerlaubten”) Aus-

druck ! -1 gehdrt also nicht zur Definitionsmenge, ist dredinitionslicke.

Schauen wir uns mal den Funktionsgraphen an:
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Der Graph ist eine Gerade mit einem ,Loch“. Anschaulich kemawir fir den Grenzwert einfach -2.
Frage: Wie aber kdnnen wir diesen Grenzwert rechnerisch ermifeln

Antwort:

Merke: Entsteht durch das Einsetzen der angenéherten Sgedie unbestimmer Ausdruck, dann versuche
den Term umzuformen !

Definition 5 Ist eine Funktion f an einer Stellg xicht definiert und giIt:XIirrJ(0 =r(r € R), dann ist an der
—

Stelle ¥ einehebbare Definitionslicke

Ubungen

18. Berechne die untenstehenden Grenzwerte mit Hilfe vomTimformungen. Bestimme bei a) und b)
die Koordinaten des Lochs bei der Definitionsliicke.

a) lim X'~ 25 10,5110  b) lim - 27 18,(3|18

)X;5X_5 [10,(5]10) )X;3X_3 [18,(3]18)

c I'mx3_x 2 d) lim x-16 37

) bl v [2] ) o, X+ 2 [-32]
24+x)2—4 a1

&) lim 2 =% [ f) lim2%_2 [0.24

x—0 X x—0 X
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3.4 Diskussion von gebrochen rationalen Funktionen

2

Einflhrungsaufgabe Gegeben ist die Funktiof(x) = 2 3 Bestimme die Definitionsmenge, die

Nullstellen, die Art der Definitionsliicke, bei den hebbabafinitionsliicken die Koordinaten des ,Lochs®,
bei den Polstellen den links- und rechtsseitigen Grenzwettdie Grenzwerte fiit — co sowie flirx — —oo,
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Ubungen

19.

20.

2

Xc—2xX—8
Bestimme fur die Funktiori(x) = 2 x_6 die Definitionsmenge. Bestimme weiter, ob es sich

bei den Definitionsliicken um hebbare Definitionsliicken adarPolstellen handelt. Berechne bei
den hebbaren Definitionsliicken die Koordinaten des ,Lochd“bei den Polstellen die links- und

rechtsseitigen Grenzwerte.

, : : X+2 : - ,
Bestimme fiir die Funktiori(x) = 23 4 die Definitionsmenge, alle Nullstellen, die Art der
Definitionsliicken, ,Locher”, links- und rechtsseitige Graverte, Grenzwerte fix— co undx — —oo.



