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1 bedingte Wahrscheinlichkeiten

Einflhrungsbeispiel
Ein fairer Wurfel mit den Augenzahlen von 1-6 werde verde@ktgrfen. Wie gross ist die Wahrscheinlich-
keit,

e dass eine gerade Zahl geworfen wurde, wenn einem mitgedeilf dass die gewurfelte Zahl > 3 ist ?

Wir haben hier jeweils eine Zusatzinformation erhaltendiesem Falle spricht man von einer bedingten
Wabhrscheinlichkeit. Wir notieren diesen Sachverhaltdoldermassen:

Piie gewiirfelte Zahl ist gerad€ine gerade Zahl wurde gewiirfett P(eine gerade Zahl wurde gewirfelie gewdrfelte Zahl ist ge

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer zusatzkehInformation berechnen, dann sprechen wir
von einerbedingten Wahrscheinlichkeit

Allgemeine Definition:

Definition 1 Seien A und B Ereignisse. Dann definieren wir die bedingter$tabinlichkeit R(B) folgen-
dermassen:

Bemerkung:

e Haufig trifft man in der Literatur auch die SchreibweR@|A) (entsprichtPa(B)).

e Gelesen wird der Ausdruck: ,P von A unter B “.

Beispiel

Aus einem Jasskartenspiel mit 36 Karten werden zwei Kaeh&inander gezogen. Wie gross ist die Wahr-
scheinlichkeit dafur, dass beide Karten Buben sind bzws te&le Karten keine Buben sind ?
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Ubungen

1. Eine Urne enthalt 5 rote und 4 schwarze Kugeln. Es werde Kugeln nacheinander ohne Zurlck-
legen gezogen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit daftir,

a) dass die zweite gezogene Kugel rot ist, wenn die erstellegeits rot war ? 1l
b) dass die zweite gezogene Kugel rot ist, wenn die erste llsepgvarz war ? il
c) dass beide gezogene Kugeln rot sind ? [3]

2. Eine Schachtel enthalt 15 Pralinen, davon 3 mit Marzipiéurig. Peter nimmt zwei Pralinen. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit erwischt er zwei Marzipanipeh ? [E]

3. Otto hat fiinf Schltssel in seiner Hosentasche. Er zighdloigs einen nach dem anderen, um in seine
Wohnung zu gelangen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,

a) dass er beim zweiten Griff den richtigen Schlissel ziebtn der erste Griff ein falscher war ?

[0.29
b) dass er den richtigen Schliissel beim zweiten Griff zieht ? [0.9
4. 40% der Mitarbeiter einer Firma sind Raucher. 30% der Rawutreiben Sport. Unter den Nicht-
rauchern betragt der Anteil der Sportler 45%. Wie gross istWlahrscheinlichkeit daflr, dass ein
beliebiger Mitarbeiter
a) Sport treibt und Nichtraucher ist ? [0.27
b) keinen Sport treibt und Raucher ist ? [0.29
5. Eine Urne enthalt schwarze und rote Kugeln (Anzahl unbefaNachdem eine Kugel aus der Urne

gezogen wurde und ihre Farbe festgestellt wurde, wird sikerdrne zurtickgelegt. Danach werden
die Kugeln der anderen Farbe verdoppelt und es wird erneatiaigel gezogen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die erste Kugel rodutie zweite Kugel schwarz ? Unter
welcher Bedingung ist diese Wahrscheinlichkeit gI%c’Pl

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beide Kugeln rot 2&hwelcher Bedingung ist diese Wahr-
scheinlichkeit gleich; ?
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2 unabhéangige Ereignisse

Beispiel 1

Aus einer Urne mit 4 weissen und 6 schwarzen Kugeln werdendelKumit Zurticklegen gezogen. Wir
definieren die Ereignissé: Beim ersten Griff wird eine weisse Kugel gezogBnbeim zweiten Griff wird
eine weisse Kugel gezogen. BereclaéB) undP(B).

Beispiel 2

Ein Wurfel wird zweimal geworfenAs sei das Ereignis, dass die Augensumme 5 Agdei das Ereignis,
dass die Augensumme 8 erzielt wiRglsei das Ereignis, dass im ersten Wurf eine Primzahl fallteBene
Pas(B),Pag(B) undP(B). Was fallt Dir auf ?

Durch das Eintreten eines bestimmten Ereigniggesnn sich die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines
weiteren Ereignisse& andern. Ist das der Fall, so werdArund B als abhéngige Ereignissebezeichnet.
Andert sich die Wahrscheinlichkeit voA durch das Eintreten voB jedoch nicht, so heisseA und B
unabhéngige Ereignisse

Definition 2 Ereignisse A und B mit positiven Wahrscheinlichkeiten eeralsstochastisch unabhangig
voneinander bezeichnet, weng(R) = P(A) bzw. R(B) = P(B) gilt.



Wahrscheinlichkeitsrechnung Il 28.02.2010 Theorie undngfen 6

Ubungen

6.

10.

Prufe die Ereigniss& und B auf stochastische Unabhangigkeit.

a) Ein Waurfel wird zweimal geworferA sei das Ereignis, dass im zweiten Wurf eine 1 f@lsei

das Ereignis, dass die Augensumme 5 betragt. [abh]
b) Ein Wiirfel wird zweimal geworferA: Augensumme &3: Gleiche Augenzahl in beiden Wirfen.
[abh]

Eine Schule wird von 1036 Schilern besucht, 560 Jungerdid6dviadchen. 125 Jungen und 105
Méadchen tragen eine Brille.

a) Hangt das Sehvermdgen der Kinder vom Geschlecht ab ? unabh[

b) Eine Umfrage unter den Eltern der Schiler aus letztempB#igrgibt, dass bei 213 Kindern
beide Elternteile Brillentrager sind. In 70 dieser Falkgtrdas Kind ebenfalls eine Brille. Ist das
Sehvermoégen der Kinder von dem der Eltern abhéngig ? abh] [

In einer grossen Ferienanlage wohnen 738 Familien. 46#liEa sind mit dem PKW angereist, die
restlichen mit dem Zug. Von den 396 Familien mit zwei oder m&hdern reisten 121 mit dem Zug.
Ist das zur Anreise benutzte Verkehrsmittel von der Kinderabhéngig ? aph]

Der englische Naturforscher Sir Francis Galton (18221) Quntersuchte den Zusammenhang zwi-
schen der Augenfarbe von 1000 Vatern und je einem ihrer S@iad&rgebnisse sind in einer Vierfel-
dertafel dargestellt. Dabei Séidas Ereignis ,Vater ist hellaugig'Sdas Ereignis ,Sohn ist hellaugig*.
Untersuché/ und Sauf Unabhangigkeit. [abh]

S| S
471 | 151
148 | 230

<<

In einer empirischen Untersuchung wird geprift, ob aisadnmenhang zwischen blonden Haaren
und blauen Augen bzw. blonden Haaren und dem Geschleclethibegbn 842 untersuchten Personen
hatten 314 blonde Haare. Unter den 268 Blauaugigen wareBlb2tle. 116 von 310 Madchen waren
blond. Uberpriife die untersuchten Zusammenhange resicheri pbh./unabH.
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3 mehrstufige Zufallsversuche

Definition 3 Denkt man sich mindestens zwei Versuche, die man nacheinager auch gleichzeitig durch-
fuhren kann, zu einem Versuch zusammengefasst, so nendtesainerzusammengesetzten Versuch

Beispiele

e Ein(e) Wurfel/Minze/Glucksrad wird dreimal nacheinandewgrfen(gedreht).

e Eine Minze wird geworfen, anschliessend wird ein Wrfel gésaro

Mehrstufige Zufallsversuche lassen sich mit sogenanntamBeagrammen darstellen: Als Beispiel nehmen
wir einen fairen Wirfel der dreimal nacheinander geworferdwbDa wir unbedingt eine sechs bendtigen
(z.B. um ein Spiel zu beenden), schauen wir nur darauf, absaohs eintrifft oder ob keine 6 eintrifft.

Bei Baumdiagrammen gelten zwei grundlegende Regeln:
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Folgendermassen kénnen wir kontrollieren, ob wir die Wethegmlichkeiten richtig ausgerechnet haben:

Ubungen

11.

12.

13.

14.

15.

Eine gezinkte Minze (P(W)=0.4, P(2)=0.6) wird zweimalgden. Bestimme die Wahrscheinlich-
keit fUr das Ereignis

a) genau 2 mal Wappen 0ld b) hochstens 1 mal Wappen 0.44

Bei einem Multiple-Choise-Test mit 3 Fragen kann marjdukdr Frage zwischen 4 Antworten wéhlen,
wobei genau eine Antwort richtig ist. Wie gross ist die Wahesnlichkeit, dass man mit vollstéandi-
gem Raten

a) genau 2 Antworten richtig hat ? [~0.14]
b) nur eine Antwort richtig hat ? [~042]
¢) mindestens eine Antwort richtig hat ? [~ 0.5

Bei einer Produktionskontrolle werden in drei Prufugégggen Lange, Breite und Hohe eines Metall-
stiicks gepruft. Diese sind mit den Wahrscheinlichkeiténh(Dange), 0.1 (Breite) und 0.15 (H6he)
ausserhalb der vorgegebenen Toleranzgrenzen. Ein Matilsvird nicht ausgeliefert, wenn min-
destens zwei der Kontrollen negativ ausgehen. Mit welchahrdtheinlichkeit ist ein kontrolliertes
Stlick Ausschussware ? [0.059

Eine Minze wird zweimal geworfen. Wie missen die Walaisdichkeiten fur Kopf und Zahl gewahlt
werden, damit gilt:

a) P(genau 2 Mal Zahl) =0.36 ? [0.6]

b) P(genau 1 Mal Kopf) =0.32 ? P(K)=0.2,P(2)=0.8 oder P(K)=0.8,P(2)=0.2
In Uberraschungseiern hat es in jedem 6.Ei ein Spietagogin 75% der Eier eine Comicfigur und
in den restlichen Eiern ein Plastiktier.

a) Caroline kauft drei Eier Wie gross ist die Wahrscheirkaih dass sie

i) genau 3 Comicfiguren unter den Eiern hat ? [0.42
i) mindestens ein Plastiktier unter den Eiern hat ? 0.23
iii) genau ein Spielzeugauto, ein Plastiktier und eine Gdignir unter den Eiern hat?  0.pg
b) Manuela kauft zwei Uberraschungseier. Wie miissen diersthhinlichkeiten fiir die Comicfi-

guren und die Plastiktiere verandert werden, so dass si@%dtt Wahrscheinlichkeit genau 1
Plastiktier erhalt ? [Comicfigur: 0.69; Plastiktier: 0.45
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Spieler A und Spieler B haben je eine Drehscheibe mitdiffeirn: A hat die Ziffern 1,4 und 5 und mit
den Wahrscheinlichkeiten von 2/6, 3/6 und 1/6 bleibt dieH3ohleibe auf den entsprechenden Ziffern
stehen. B hat die Ziffern 2,3 und 6 auf seiner Drehscheibealeritzugehérigen Wahrscheinlichkeiten
von 4/7, 1/7 und 2/7. Gewinner ist derjenige, dessen Dredigelbei der hdheren Ziffer stehen bleibt.
Beide Spieler drehen das Rad. Wie gross ist die Wahrscblekdit, dass A gewinnt ? ofa74

Bei einem Spiel wirfst Du zuerst eine ideale Munze. EegatKopf, so wirfst Du ein kleines Schwein-
chen aus Kunststoff. Das Schwein landet mit 60% Wahrsdobkdit auf der Seite und Du gewinnst
1 Franken. Landet das Schwein auf den Beinen (Wahrschilelit30%), so gewinnst Du 2 Franken
und landet das Schwein auf dem Russel (Wahrscheinlich@etf) ,1so gewinnst Du sogar 4 Franken.

Erscheint jedoch Zahl, so ziehst Du hintereinander und @oinégcklegen zwei Zettel aus einem Sack.
Im Sack befinden sich sechs Zettel, einer mit Ziffer 0, zwei Ziifer 1 und drei mit der Ziffer 2
darauf. Du verlierst nun soviele Franken, wie das Produkbdelen Ziffern betragt.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass Du einen Veibestn Spiel machst? 1]3]

Es liegen zwei UrneA und B vor, wobei sich in der Urné 2 rote und 5 blaue Kugeln befinden,
wahrend sich in der UrnB 3 rote und 7 blaue Kugeln befinden. Es wird nun eine Kugel anex eier
beiden Urnen gezogen (es ist gleichwahrscheinlich, das# aderB gezogen wird). Wie gross ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel aus der Ukrigezogen wurde, wenn die Farbe blau ist.81]

Ein Lugendetektor wird zur Aufklarung eines Verbrecheimgesetzt. Mit einer Zuverlassigkeit von
90% wird eine effektiv Schuldiger durch den Detektor alsusdiy erkannt und mit einer Zuverlassig-
keit von 99% wird ein Unschuldiger durch den Detektor alschiodig erkannt. Die Polizei verdach-
tigt insgesamt 20 Personen, wobei nur eine der Personenéder Jein kann. Es wird nun zuféllig
einer der Verdachtigen ausgewahlt. Mit welcher Wahrsdiobikeit ist er unschuldig, obwohl er vom
Lagendetektor als schuldig ausgewiesen worden ist ? [0.17

Auf einem Strassenfest wird folgendes Kartenspiel boigs: Der Spielleiter prasentiert 3 Karten mit
folgenden Bezeichnungen:

Karte | Vorderseite| Rlckseite
1 0 0
2 1 1
3 0 1

Es wird nun blindlings eine Karte gezogen, von der man nug &eite zieht. Der Spielleiter wettet
nun 10 Fr. darauf, dass bei der gezogenen Karte auf beiden$ke gleiche Zahl steht ? Nimmst Du
die Wette an, wenn Du auch 10 Fr. einsetzen musst ? Wenn niimebchem Einsatz wirdest Du
gegen die 10 Fr. des Spielleiters antreten ?

(Das Ziegenproblem) Bei einer Spielshow kann der Katdith Auto gewinnen. Dem Spiel liegen
die folgenden Regeln zugrunde:
e 1.Ein Auto und zwei Ziegen werden zuféllig auf drei Tore eétt
e 2.Zu Beginn des Spiels sind alle Tore verschlossen, sodaissud Ziegen nicht sichtbar sind.
e 3. Der Kandidat wahlt ein Tor aus, welches aber vorerst Wossen bleibt.
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4. Hat der Kandidat das Tor mit dem Auto gewahlt, dann offleet\doderator zuféllig ausgewahlt
eines der beiden anderen Tore, hinter dem sich immer eirge Diefindet.

e 5. Hat der Kandidat ein Tor mit einer Ziege gewahlt, dann éffftler Moderator dasjenige der
beiden anderen Tore, hinter dem die zweite Ziege steht.

e 6. Der Moderator bietet dem Kandidaten an, seine Entschgidu Uberdenken und das andere
ungeoffnete Tor zu wéhlen.

e 7. Das vom Kandidaten letztlich gewahlte Tor wird ge6ffnetl @r erhalt das Auto, falls es sich
hinter diesem Tor befindet.

Diese Regeln sind dem Kandidaten bekannt. Wie soll er sioloitetzten Schritt entscheiden (soll er
wechseln oder bleiben ?), um seine Gewinnchance zu ma@mier



